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В последнее время все больший интерес представляют работы по восстановлению параметров вол-
новода (скорость звука, плотность и т.д.) по данным, записанным одиночным гидрофоном. Традиционные 
методы геоакустической инверсии хорошо известны и достаточно подробно рассмотрены во многих ра-
ботах. Они довольно точны, но для их применения нужны акустические данные, записанные массивами 
гидрофонов (антеннами). Недавно был представлен метод геоакустической инверсии для относительно 
мелководных равноглубинных волноводов. Он позволяет определить не только параметры волновода, но и 
расстояние до источника, используя акустические данные, записанные с помощью одиночного гидрофона. 
Этот метод основан на использовании так называемого развертывающего преобразования или операто-
ра деформаций, которое позволяет выпрямить дисперсионные кривые и значительно упростить разделение 
мод. Разделенные дисперсионные кривые позволяют определить времена прихода мод (модальные группо-
вые скорости), которые используются для восстановления параметров волновода. Представлен алгоритм 
для проведения геоакустической инверсии как для модельных, так и для реальных волноводов. В настоящей 
работе метод геоакустической инверсии с использованием записи импульсного акустического сигнала 
одиночным гидрофоном был обобщен на случай нерегулярного волновода. Данное обобщение позволяет 
учесть при выполнении инверсии плавные неоднородности батиметрии на рассматриваемой акустической 
трассе.

Ключевые слова: акустика океана; геоакустическая инверсия; волноводная дисперсия; развертыва-
ющее преобразование; акустические моды.

ВВЕДЕНИЕ

В последнее время выпущено множество работ 
по методам геоакустической инверсии. Алгоритмы 
инверсии позволяют извлечь информацию о строе-
нии и параметрах геоакустических волноводов из то-
нальных и импульсных сигналов. Хотя в некоторых 
приложениях эта информация может быть интерес-
на сама по себе, она также может использоваться в 
дальнейшем для моделирования распространения 
акустических волн. Традиционные методы геоаку-
стической инверсии требуют использования прием-
ных антенн, состоящих из большого числа гидрофо-
нов (вертикальных или горизонтальных). Несмотря 
на то, что эти методы позволяют достаточно точно 
восстановить параметры волновода, они являются 
весьма сложными и дорогостоящими в практической 
реализации. По этой причине в последнее время все 

большее внимание специалистов по акустике океана 
привлекают методы геоакустической инверсии, осно-
ванные на использовании данных, полученных с по-
мощью одиночного гидрофона [1, 2]. В этом случае 
вместо информации о фазе, полученной с помощью 
разнесенных в пространстве датчиков, используют-
ся информация о волноводной дисперсии сигнала. 
Модовая дисперсия в волноводе мелкого моря с по-
стоянной глубиной, параметры которого не зависят 
от горизонтальной координаты, тесно связана со 
структурой и акустическими параметрами (скорость 
звука и плотность) слоев дна в этом волноводе [4, 
5]. Следовательно, времена прихода различных мод 
на разных частотах могут использоваться в качестве 
исходных данных для геоакустической инверсии. В 
данной работе мы рассматриваем обобщение схемы 
геоакустической инверсии из работ [1, 2] на случай 
волновода с малыми плавными вариациями глубины 
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моря. Это обобщение, несомненно, важно для прак-
тического применения указанной методики, посколь-
ку в реальных волноводах мелкого моря всегда име-
ются неоднородности батиметрии.

1. Описание импульсного сигнала  
в рамках теории нормальных волн

Распространение импульсного сигнала в регу-
лярном мелководном волноводе в частотной области 
обычно описывается с помощью уравнения Гель-
мгольца [5]:
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где ˆ ˆ= ( , , )P P r zω  есть преобразование Фурье аку-
стического давления P = P(t, r, z), c = c(z) и ρ = ρ(z) 
соответственно скорость звука и плотность, завися-
щие от глубины z но не зависящие от расстояния от 
источника звука r, который расположен в точке r = 0,  z = zs.

Решение уравнения (1) может быть записано в 
виде суперпозиции нормальных волн (мод) [5, 6]:
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где ϕm(z, ω) – собственная функция m-й моды, 
km = km(ω) – соответствующее горизонтальное волно-

вое число, а 
i /4ie( ) =

( ) 8s

Q r
z r

π

ρ π

−

 (см. [5]). Перепишем 

уравнение (2) в следующем виде:
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Далее, используя обратное преобразование 
Фурье, получаем:
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где интеграл из уравнения (4) может быть оценен с 
помощью метода стационарной фазы [6]:
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а ω0 есть значение, соответствующее стационарной 
фазе значение частоты (мгновенная частота), которое 
можно вычислить из соотношения:
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Данное соотношение может быть переписано в 
следующем виде:
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Величина νgm(ω) по определению называется 
групповой скоростью m-й моды [5]. Акустическая 
энергия, которая переносится соответствующей мо-
довой компонентой импульсного сигнала, распро-
страняется в горизонтальном направлении со ско-
ростью νg. Для фиксированного значения частоты ω 
групповые скорости мод различаются для m = 1, 2, … . 
Это приводит к так называемой модовой дисперсии 
при волноводном распространении сигнала. Извест-
но, что групповые скорости мод могут быть исполь-
зованы в качестве исходных данных для выполнения 
геоакустической инверсии (определении параметров 
волновода, например параметров дна, посредством 
акустических измерений). Отметим, что знак в урав-
нении (5) определяется знаком величины 0( )mk ω′′  [6].

Перепишем уравнение (4) для фиксированной 
точки приема в форме:
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где 0 0( ) = ( ( )) ( )m mt k t r t tω ωΦ − . Заметим, что фаза 
Φm(t) является интегралом от мгновенной частоты 
ω0(t), поскольку выполняется следующее соотноше-
ние:
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2. Модовая дисперсия в идеальном 
волноводе

Рассмотрим идеальный акустический волно-
вод = {( , ) | 0 ,0 }r z z H rΩ ≤ ≤ ≤ ≤ ∞  с полностью 
отражающими дном z = H и поверхностью z = 0 
(акустическое давление на этих границах равно 0: 

=0 =| = | = 0z z HP P ). Скорость звука в Ω предполага-
ется равной константе . Акустическая спектральная 
задача в данном волноводе имеет счетное множество 
решений ( ( ), ( , ))m mk zω φ ω , где  волновые числа km,  
m = 1, 2, … определяются из соотношения:
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Равенство (10) называется дисперсионным соот-
ношением. Ему удовлетворяет лишь конечное чис-
ло действительных значений km. Соответствующие 
моды обычно называются распространяющимися, в 
то время как моды, для которых 2 < 0mk , называются 
затухающими. Минимальное значение частоты зву-
ка = /cm mc Hω π  такое, что при ω > ωcm в волноводе 
возбуждается m распространяющихся мод, называ-
ется частотой отсечки m-й моды. Дисперсионное со-
отношение для идеального волновода Ω может быть 
записано в следующем виде:

2 2 2 2= .m cmc kω ω+  (11)

Групповая скорость m-й моды в этом случае мо-
жет быть определена по формуле:
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Из выражений (12) и (7) можем легко получить 
мгновенную частоту для m-й модовой компоненты 
импульсного сигнала: 
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Выражение (13) определяет время прихода m-й 
моды на частоте ω. График зависимости ω0 = ω0(t) 
в координатах (t, ω) называется дисперсионной кри-
вой. Используя определение Φm, можно получить 
фазу m-й модовой компоненты сигнала, распростра-
няющегося в идеальном волноводе:

2
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3. Развертывающее преобразование  
во временной области

Так называемое развертывающее преобразование 
во временной области [1, 7, 8] (в дальнейшем раз-
вертывающее преобразование) является основным 
инструментом для извлечения данных о модовой 
дисперсии импульсного сигнала, записанного на оди-
ночный гидрофон. Основная идея [3, 7] данного пре-
образования сигнала основана на уравнениях (14) и 
(8). Заметим, что нелинейное преобразование t = h(tw) 
времени по формуле

2 2 2( ) = /+w wh t t r c  (15)

преобразует фазу Φm(t) в линейную функцию 
( ) =w

m w cm wt tωΦ − . При этом модовые компоненты 
импульса в уравнении (8) также преобразуются в 
тональные сигналы с циклической частотой ωcm, 
модулируемые медленно изменяющейся функцией 
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После применения такого преобразования к вре-
менному ряду сигнала разделить его на отдельные 
модовые компоненты значительно проще, чем в фи-
зическом времени t [1, 2] (см. уравнение (8)). Опре-
делим развертывающее преобразование Pw = Wh(P) 
сигнала P(t) по формуле:

( ) = ( )( ) = | ( ) | ( ( )).w
w h w w wP t W P t h t P h t′  (17)

С помощью несложных вычислений можно дока-
зать следующие свойства этого преобразования [3, 8, 
1]:

• развертывающее преобразование Wh является 
обратимым Wh-1(Wh(P)) = P;

• развертывающее преобразование сохраняет 
L2-норму сигнала (корректирующий множитель 

| ( ) |wh t′  в уравнении (17) вводится именно с этой 
целью):

2 2( ( )( )) = ( ) ;
∞ ∞

−∞ −∞∫ ∫h w wW P t dt P t dt  (18)

• развертывающее преобразование индуцирует 
такую трансформацию фазовых функций Φm(t) , что 
соответствующие дисперсионные кривые ω0 = ω0(t)  
преобразуются в прямые линии

0 0= ( ) = .w w
w cmtω ω ω  (19)

Последнее свойство говорит о том, что разверты-
вающее преобразование «выпрямляет» дисперсион-
ные кривые сигнала P(t).

Отметим, что точка (t, ω) на дисперсионной 
кривой исходного сигнала преобразуется в такую 
точку дисперсионной кривой «развернутого» сигнала 
(tw, ωw), что, во-первых, согласно уравнениям (13) и 
(15) t = h(tw) и, во-вторых,
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4. Оценка модовых групповых скоростей  
из спектрограммы сигнала

В этом разделе описывается метод, позволяющий 
извлекать значения модовых групповых скоростей 
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из импульсного сигнала, записанного одиночным 
гидрофоном. Этот метод основан на обработке спек-
трограммы сигнала, полученного из исходного с по-
мощью развертывающего преобразования [3, 1].

Несмотря на то, что развертывающее преобразо-
вание устроено таким образом, чтобы «выпрямлять» 
дисперсионные кривые в идеальном волноводе, оно 
работает и для акустических импульсов, распростра-
няющихся в условиях реального волновода мелкого 
моря. Это достоинство развертывающего преобра-
зования есть простое следствие следующего факта. 
Дисперсионные кривые достаточно высоких частот 
в типичных регулярных геоакустических волноводах 
(где дно является проницаемым и состоит из несколь-
ких слоёв) могут быть достаточно хорошо приближе-
ны дисперсионными кривыми идеального волновода, 
описываемыми уравнением (13) (несколько хороших 
примеров представлены в работе [8]). Следователь-
но, мы можем ожидать, что модовые компоненты 
реального сигнала, распространяющиеся в мелком 
море, переходят после применения развертывающе-
го преобразования в сигналы, близкие по своим ча-
стотно-временным характеристикам к тональным. 
Это позволяет использовать следующий алгоритм 
для оценки дисперсионных кривых по временному 
ряду принятого в эксперименте импульсного сигнала 

0= ( ) = ( ) / (2 )f f t tω π :
1. Пусть P(t) – это сигнал, записанный с помощью 

гидрофона, расположенного на расстоянии  от источ-
ника. Допустим, что t0 – временной интервал между 
началом излучения и временем начала прихода на 
приемник (здесь достаточно априорной грубой оцен-
ки параметров r и t0, т.к. эти значения будут корректи-
роваться в процессе выполнения инверсии).

2. Применим развертывающее преобразование к 
сигналу P(t) согласно уравнениям (15–17). В резуль-
тате получим преобразованный сигнал Pw(tw).

3. Рассчитаем спектрограмму ( ) = ( )w wP PSP SP × 
× ( , )w wt f  преобразованного сигнала Pw(tw) с помо-
щью скользящего окна Хэмминга.

4. Выделим отдельные моды из спектрограммы 
SP(Pw) и аппроксимируем их с помощью постоянных 
функций fw = fw (tw) ≡ fcm, определенных на интервале 

,1 ,2( , )m m
w wt t .

5. Восстановим дисперсионные кривые fw = fw (tw) 
исходного сигнала P(t), используя уравнения (15) и 
(20). При этом функции fm = fm (t) будут определены 
на интервалах ,1 ,2( ( ), ( ))m m

w wh t h t .
6. Функции τm = τm (f), обратные к fm = fm (t) 

(т.е. такие, что ( ( )) =m mf t tτ ), определяют время 
прихода m-й моды на частоте. При необходимости 
модовые групповые скорости vgm = vgm(f) могут быть 
рассчитаны из уравнения vgm = r / τm. 

Применим рассмотренный выше алгоритм к 
импульсному сигналу, который был записан во вре-
мя эксперимента в Японском море 24–27 октября 
2013 г. В этом эксперименте импульсы излучались с 
помощью компактного портативного пневматическо-
го излучателя (рис. 1), который находился на дрейфу-
ющем судне. 

Точка приема располагалась на расстоянии 7 км 
от точки излучения. Глубина моря в данном экспери-
менте постепенно уменьшается вдоль трассы с 55 м 
(точка источника) до 40 м в точке приема (волновод в 
этом случае является нерегулярным). Типичный им-
пульсный сигнал P(t) показан на рис. 2. Мы вычис-
ляем развернутый сигнал Pw(tw) с помощью форму-
лы (17), после чего рассчитываем его спектрограмму 

Рис. 1. Пневмоизлучатель Рис. 2. Записанный в эксперименте сигнал P(t) Рис. 3. Спектрограмма сигнала SP(Pw)(tw, fw), 
полученного из сигнала на рис. 2 с помощью 
развертывающего преобразования, а также 
дисперсионные кривые fw = fw (tw), определен-

ные согласно описанной методике
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SP(Pw) (рис. 3). Горизонтальные пятна на спектро-
грамме соответствуют трём водным модам, которые 
легко можно отделить друг от друга. Мы аппрокси-
мируем их с помощью горизонтальных линий, про-
ходящих через точку (tw, fw), в которой SP(Pw) имеет 
максимум для выбранной моды.

Эти горизонтальные линии представляют собой 
дисперсионные кривые fw = fw (tw)  «развернутого» 
сигнала (т.е. сигнала, подвергнутого развертываю-
щему преобразованию). Теперь применим обратное 
преобразование по формуле (20) для получения дис-
персионных кривых f = fm (t)  или t = τm(f) исходного 
сигнала. Они показаны на спектрограмме SP(P)(t, f) 
исходного сигнала P(t) (рис. 4).

аппроксимированы отрезками прямых в каком-либо 
разумном смысле. 

5. Алгоритм инверсии

Алгоритм геоакустической инверсии с использо-
ванием развертывающего преобразования в волново-
дах, которые можно считать регулярными, на основе 
записи сигнала одиночным гидрофоном [1,2] пред-
ставлен ниже.

1. Вводится априорная модель волновода. 
Обычно модель зависит от набора параметров 

1 2= ( , , , )qA a a a , которые определяются в ходе 
выполнения инверсии (эти параметры могут опи-
сывать структуру дна, например, скорость звука, 
плотность в различных его слоях, а также горизон-
ты расположения границ раздела слоёв). Каждый из 
этих параметров может варироваться в интервалах 

= [ , ]min max
j j j ja I a a∈ .

2. Разрабатывается программное обеспечение, 
позволяющее определять предсказанные модовые 
задержки ( )p

m kfτ  для каждого набора параметров A  
и для набора частот 1 2, , , N f

f f f .
3. Выбирается функция невязки ( )F A , которая 

используется для сравнения теоретических времен 
прихода, рассчитанных для данного набора пара-
метров A , и времен прихода, полученных из дис-
персионных кривых, восстановленных по данным 
эксперимента (полученным путем применения раз-
вертывающего преобразования к сигналу P(t), как это 
описано в предыдущем разделе).

4. Решается задача минимизации функции ( )F A  
на множестве 1 2 , , qI I I× × ×  (декартовом произведе-
нии интервалов вариации параметров задачи).

В случае регулярного волновода значения ( )p
m kfτ  

могут быть легко определены из выражения:

( ) = ,
(2 )

p
m k

gm k

rf
v f

τ
π

 (21)

где (2 )gm kv fπ  может быть легко рассчитатна из урав-
нения (7) путем численного дифференцирования. 
Более удобный способ расчета групповых скоростей, 
однако, основан на использовании формулы [5]

 (22)

В уравнении (22) модовое число km(f) и модовая 
функция могут быть получены с помощью численно-
го метода решения акустической спектральной зада-
чи [5] (мы использовали для этого разработанный в 
ТОИ ДВО РАН комплекс программ AC_MODES [9]).

Для нерегулярного волновода будет естественно 
разделить интервал L = [0, r] на Nr сегментов 

Рис. 4. Спектрограмма SP(P)(t, f)  исходного сигнала 
P(t) и рассчитанные дисперсионные кривые f = fm (t) 

или t = τm(f) 

Отметим что при распространении сигнала в не-
регулярном волноводе имеет место взаимодействие 
мод (этот эффект проявляется особенно ярко для мод 
на частотах, близких к частоте их отсечки). На спек-
трограмме взаимодействие мод может проявляться 
через появление точек ветвления дисперсионных 
кривых. Для примера на рис. 4 отчетливо видна точка 
ветвления первой моды на частоте f ≈ 50 Гц. Наличие 
такой точки означает, что на более глубоководной ча-
сти трассы имеется больше число водных мод, чем 
на мелководной (отсечка второй моды происходит на 
глубине 40 м < Hc2 < 55 м).

Для достаточно крупных неоднородностей бати-
метрии в волноводе эффекты взаимодействия мод 
становятся настолько сильными, что происходит по-
теря идентичности модовых компонент сигнала. В 
этом случае модовые импульсы на спектрограмме по-
сле развертывающего преобразования не могут быть 
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Ln = [rn, rn+1] и считать его регулярным внутри 
каждого из них (здесь r1 = 0, rNr+1 = r). Общее время 
распространения вдоль трассы ( )p

m kfτ  для набора 
параметров A  может быть рассчитано как сумма 
времен распространения вдоль всех сегментов:

1

=1
( ) = ,

(2 , , )

Nr
p n n
m k

n gm k

r rf
v f A n

τ
π
+ −∑  (23)

где групповая скорость = (2 , , )gm gm kv v f A nπ  m-й 
моды теперь зависит от частоты fk, параметров вол-
новода A  и номера сегмента n.

Применим описанный алгоритм к эксперимен-
тальным данным. Во время эксперимента проводи-
лись измерения батиметрии и скорости звука в воде 
[10]. Информация об экспериментальном волноводе 
представлена на рис. 5. Эти данные использовались 
для расчета p

mτ . Поскольку одиночный гидрофон дает 
очень скудную информацию, мы можем надеяться 
лишь на оценку небольшого числа базовых параме-
тров волновода = ( , , )b bA c rρ ∆ . Здесь cb – скорость 
звука в верхнем слое дна, ρb  – плотность в этом слое, 
а Δr – корректировка дистанции (точность алгорит-
ма инверсии очень чувствительна к этому парамет ру, 
расстояние от источника до приемника r обычно за-
меряется с помощью судового GPS, который облада-
ет недостаточной точностью).

В настоящей работе будем использовать следую-
щую функцию невязки:

 (24)

где  экспериментальные значения времен при-
хода, полученные из дисперсионных кривых с помо-
щью развертывающего преобразования.

Функция ( )F A  минимизировалась нами на 
следующих интервалах: cb ∈ [1550 м/с, 2200 м/с], 
ρb ∈ [1.0 г/см3, 2.0 г/см3], Δr ∈ [–200 м, 200 м] .

Минимум функции невязки был найден в точке 
cb = 1720 м/с, ρb = 1.31 г/см3, Δr = –45.6 м. Сравнение 
теоретических дисперсионных кривых ( )p

m kfτ  для 
найденного набора значений параметров волновода с 
дисперсионными кривыми τm(fk), определенными по 
данным эксперимента, показано на рис. 6.

Необычно малое значение плотности можно 
объяснить влиянием упругих эффектов. Хорошо из-
вестно, что поперечные волны могут быть аппрокси-
мированы так называемым эквивалентным жидким 
дном с той же скоростью продольных волн, но гораз-
до меньшей плотностью.

6. Выводы

В настоящей работе метод геоакустической ин-
версии с использованием записи импульсного аку-
стического сигнала одиночным гидрофоном был 
обобщен на случай нерегулярного волновода. Дан-
ное обобщение позволяет учесть при выполнении 
инверсии плавные неоднородности батиметрии на 
рассматриваемой акустической трассе (если соответ-
ствующие данные имеются в наличии).

Обобщенный метод был использован для вос-
становления параметров дна на экспериментальной 

Рис. 5. Экспериментальный волновод

Рис. 6. Сравнение экспериментальных дис-
персионных кривых τm(f) (маркеры) и теорети-
ческих дисперсионных кривых τ ( )p

m kf (линии). 
Графики разного цвета соответствуют модам 
разных номеров (синие – первая мода, зеле-

ные – вторая, красные – третья)
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трассе на шельфе Японского моря (в районе полуо-
строва Гамова). Батиметрия на трассе являлась не-
однородной, и глубина моря плавно уменьшалась от 
55 м в точке излучения до 40 м в точке приема. Тео-
ретические дисперсионные кривые, полученные для 
восстановленных значений параметров, хорошо со-
гласуются с дисперсионными кривыми, полученными 
с помощью развертывающего преобразования сигна-
ла, записанного в эксперименте. Таким образом, мож-
но ожидать, что параметры реального нерегулярного 
волновода были успешно восстановлены. Результаты 
инверсии были подтверждены апостериорным анали-
зом ошибок (не представлен в настоящей работе). 

Отметим, что результаты настоящей работы мо-
гут использоваться не только при выполнении инвер-
сии по акустическим данным, содержащим времен-
ные ряды импульсных сигналов, но и, например, по 
данным шумовой интерферометрии [11].

Методика геоакустической инверсии и пеленгова-
ния источника по акустическим данным, полученным 
с помощью одиночного гидрофона, рассматривалась 
в ряде более ранних работ, в частности, в работе  [12], 
методика которой основана на использовании оценок 
градиента фазы акустического поля вдоль волновода 
(например, для стационарного приемника и буксиру-
емого источника). В отличие от указанной методики 
в представленной работе и приемник, и источник яв-
ляются неподвижными. 

Заметим также, что рассматриваемая здесь ме-
тодика восстановления дисперсионных кривых поя-
вилась в рабочем арсенале специалистов по акусти-
ке океана лишь недавно. Она активно развивается в 
настоящее время, и в русскоязычной литературе не 
успела устояться связанная с данной методикой тер-
минология. Так, авторы работы [11] называют выра-

жение (17) преобразованием деформации. С нашей 
точки зрения, термин «развертывающее преобразова-
ние» более точно отражает существо дела, поскольку 
речь идет фактически о развертывании дисперсион-
ных кривых в отрезки прямых линий.
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ДВО РАН «Изучение фундаментальных основ возник-
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гидроакустических, гидрофизических и геофизиче-
ских полей Мирового океана» (№ 0211-2021-0001) и 
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